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17 Teorie grafi

Poziadavky

Zékladni pojmy teorie grafi, reprezentace grafu.
Stromy a jejich zékladni vlastnosti, kostra grafu.
Eulerovské a hamiltonovské grafy.

Rovinné grafy, barveni graft.

17.1 Zakladni pojmy teorie grafii, reprezentace grafu

Definice (Graf)
Graf G je usporddand dvojice (V) E), kde V je n&jakd mnoZina a E je mno-
zina dvouprvkovych podmnozin mnoziny V' (takze neusporadanych dvojic). Prvky
mnoziny V' se jmenuji vrcholy grafu G a prvky mnoziny F hrany grafu G.

Definice (Orientovany graf)
G je dvojice (V, F), kde F je podmnozina kartézského souc¢inu V' x V. Prvky F
(tj. usporadané dvojice prvki z V') nazyvame orientované hrany grafu.

Definice (Symetrizace grafu)
Orientovanému grafu G' = (V, E) pfitadime neorientovany graf sym(G) = (V, E)
kde £ = {{z,y}; (v,y) € EV (y,x) € E}. Graf sym(G) se nazjvd symetrizace
grafu G. (Z orientovaného grafu se odstrani idaje o sméru hran.)

Definice (Duilezité typy grafi)

e Uplny graf K,: V ={1,... n},E = (‘2/) (Kazdy vrchol je spojen hranou s
kazdym napt. K5 — ,pentagram¥.)

e kruznice C,,: V = {1,....n},E = {{i,i+1};i =1,....,n — 1} U{{1l,n}}
(V kruznici se nesmi opakovat vrcholy.)

e cesta P: V ={0,1,..., n},E={{i — 1,i};i =1,...,n} (Jako kruZnice, ale
bez posledni hrany.)

e bipartitni graf: V = {u;,...,u,} U {v1,...,u}, £ C {{w,v;};i =
1,...,n,j7 =1,...,m}; v Gplném bipartitnim grafu je £ = {{u;,v;};i =
L,....,n,j =1,...,m} (Kazdy vrchol z jedné partity je spojen hranou pouze
s nékterymi (v uplném z kaZdym) vrcholem druhé partity. Napr. Kss, dplny
bipartitni graf na 3 a 3 vrcholech.)

Definice (Sled, tah)
Pro graf G = (V, E) definujeme sled jako posloupnost (vg, e, v1, .., €n,0y,), kde
e; = {vi_1,v;} € EF proi¢ = 1,...,n. Tah je sled, ve kterém se zZadna hrana
neopakuje.



Definice (Isomorfismus grafi)
Dva grafy G,G’ povazujeme za isomorfni (znac¢ime G ~ G’), pokud se li§i jen
v oznaceni vrcholti a hran, tj. pokud existuje vzajemné jednoznacné zobrazeni

f: G — G tak, ze plati {z,y} € E < {f(x), f(y)} € E'.

Definice (Podgraf, indukovany podgraf)
Graf G je podgrafem grafu G, jestlize V(G) C V(G') a E(G) C E(G")N (V(2G)).
Pro indukovany podgraf G grafu G’ plati, ze V(G) C V(G') a E(G) = E(G")N
(V(f)). (Indukovany podgraf dostaneme vymazanim nékterych vrcholi pivodniho
grafu a vSech hran tyto vrcholy obsahujicich.)

Definice (Souwvislost)
Neorientovany graf je souvisly, jestlize mezi kazdymi jeho dvéma vrcholy v ném
existuje cesta. Pro orientované grafy definujeme slabou souvislost — po symet-
rizaci se z néj stane souvisly neorientovany graf — a silnou souvislost — kazdé
dva vrcholy lze spojit orientovanou cestou v obou smérech.

Poznamka
Pro orientované grafy neni samotny pojem ,souvislost® definovan.

Definice (n-souwvislost)
Graf je vrcholové n-souvisly, pokud méa alesponi n + 1 vrchold a po odebrani
libovolnych n — 1 vrcholt dostaneme vzdy souvisly graf. Podobné (pfes odebirani
hran) definujeme hranovou n-souvislost.

Poznamka
Vrcholova n-souvislost je siln€jsi podminka nez hranova n-souvislost, protoze pti
odebirani n — 1 vrcholt mtizeme (a vétsinou musime) odebrat vice nez n — 1 hran.

Definice (Komponenta souvislosti)
Komponenta souvislosti grafu je jeho maximalni souvisly podgraf. (Sjednoce-
nim vSech komponent grafu dostaneme pivodni graf).

Definice (Most)
Most je hrana, ktera nelezi ve 2-souvislém podgrafu (po jejim odstranéni se zvétsi
pocet komponent).

Definice (Blok)
Blok je maximalni vrcholové 2-souvisly podgraf grafu. Samotny graf o 2 vrcholech
spojenych jednou hranou je také blok. (2-souvisly podgraf, ke kterému se nedd
pridat Zadny vrchol, protoZe by prestal byt 2-souvisly.)

Definice (Artikulace)
Artikulace je vrchol v souvislého grafu G takovy, ze G — v neni souvisly.

Definice (Blokovy graf)
je graf incidence (sousednosti) blokt a artikulaci — artikulacim a blokim odpo-
vidaji vrcholy, hrany znaci incidenci blokt a artikulaci.



Véta
Blokovy graf souvislého grafu je strom.

Definice (Hranové pokryti)
Mnozinu C' C E v grafu G = (V, E) nazveme hranovym pokrytim, pokud
kazdy vrchol v € V' je obsazen alespon v jedné hran€ e € C.

Definice (Stupern vrcholu)
Stupen vrcholu, deg.(v), je pocet hran grafu G obsahujicich vrchol v. V piipadé
orientovaného grafu rozlisujeme vstupni stupeni vrcholu, degf;(v), coZ je pocet
vstupnich hran, podobné vystupni stupen vrcholu.

Definice (Pdrovdni)
Kazd4 mnozina vzajemné disjunktnich hran v grafu se nazyva parovani.

Definice (k-faktor grafu)
k-faktor je podgraf G’ = (V, E') grafu G = (V, F) takovy, ze (Vv € V') dege (v) =
k.

Poznamka (1-faktor grafu)
1-faktor je vlastné parovani na vSech vrcholech (tplné parovani).

Véta (Princip sudosti)
2 vev degg (v) = 2|E(G)]

Definice (Skore grafu)
Skére grafu je posloupnost stupnt vrcholu grafu, pficemz nezéalezi na poradi, v
jakém jsou uvadény.

Véta (Véta o skdre)
Necht D = (dy,...,d,) je posloupnost prirozenych ¢isel. Pfedpokladejme, ze d; <
dy < --- <d, a ozna¢me symbolem D’ posloupnost (d,...,d,_,), kde

g - d; proi <n—d,
! di—1 proi>n-—d,

Potom D je skére grafu, pravé kdyz je D’ skére grafu. (Jakoby odebereme posledni
vrchol (V,,) a myslime si, Ze byl propojen s predchozimi d,, vrcholy.)

Dukaz

Jedna implikace je trividlni, druha (mame D skére grafu — a tedy k nému néjaky
graf G a dokazujeme, ze D’ je taky skére grafu G') neni o moc t&78i — ,,pFepojime“
hrany tak, aby z vrcholu v,, Sly pravé do v,,_q4, ,...v,—1 & v, odebereme.



Definice (Metrika grafu)
Pro souvisly graf G definujeme metriku jako funkci dg : V x V' — R, kde ¢islo
dg(v,v") predstavuje délku nejkratsi cesty z v do v'. Funkce dg méa néasledujici
vlastnosti (tj. splituje axiomy metriky, jak ji zndme z metrickych prostori):

1. dg(v,v") >0, adg(v,v') =0 v ="
2. (Vu,v" € V)(dg(v,v') = dg(v',v)) (symetrie)
3. (Vu,v,v" € V)(da(v,v") < dg(v,v') +da(v',v")) (trojihelnikovd nerovnost)

Definice (Nékteré grafové operace)
Necht G = (V, E) je graf. Definujeme

e odebrani hrany: G — e = (V, E '\ {e}), kde e € E je hrana grafu G

e pridani nové hrany: G + e = (V, E U {€}), kde € je dvojice vrcholi, ktera
neni hranou v G

e odebrani vrcholu: G—v = (V\ {v},{e € E;v € e}), kde v € V' (odebereme
vrchol v a vSechny hrany do néj zasahujici)

e déleni hrany: G%e = (VU{z}, (E\{{z,y}})U{{z, 2}, {z,9y}}), kde {z,y} €
E je hrana a z ¢ V je novy vrchol (na hranu {z,y} ,pfikreslime* novy vr-
chol z).

Rekneme, Ze graf G’ je déleni grafu G, pokud G’ je isomorfni grafu vytvorenému
z grafu G postupnym opakovanim operace déleni hrany.

17.2 Reprezentace grafu

Definice (Nakresleni)
Graf lze reprezentovat napt. jeho nakreslenim — lze si pod tim pfedstavit i grafické
znazornéni na papir. Formalni definici nakresleni provedeme v sekci o rovinnych
grafech.

Definice (Matice sousednosti)
Méjme graf G = (V, E) s n vrcholy vy,...,v,. Matice sousednosti grafu G je
¢tvercova matice Ag = (ai;)7;—; fadu n definovana predpisem

1 pro {v;,v;} € F

;5 =
’ 0 jinak

(k)

(Po umocnéni matice sousednosti A* predstavuje ¢islo aj;
vrcholu v; do vrcholu v; v grafu G.)

pocet sledu délky k z

Definice (Matice vzddlenosti)
Pro grafy s ohodnocenymi hranami lze zkonstruovat matici vzdalenosti — je to
matice sousednosti, do které se v pripad€, ze hrana existuje, uklada misto jednicky
jeji ohodnoceni.



Definice (Laplaceova matice)
degu u=wv
(La)uww = § —1 {u,v} € £
0 utvAN{u,v} ¢ E

(Na hlavni diagondle je stuperi vrcholu, kde vede hrana, tam je -1, jinde 0. )
Poznamka

Laplaceovu matici lze pouzit mj. k vypoc¢tu pocétu koster grafu, jak uvidime v
nasledujici sekci.

Definice (Matice incidence)
Radky matice odpovidaji vrcholfim, sloupce odpovidaji hrandm. Prvek matice se
rovna —1, pokud v tomto vrcholu zac¢ind danad hrana, +1 pokud tam tato hrana
kon¢i, 0 jinak. Neorientované grafy maji u obou vrchold hrany hodnotu +1.

Definice (Seznam sousedi)
Pomoci dvou poli; v jednom ¢isla vSech nasledniki, v druhém poli indexy urcujici,
kde zacina sekvence sousedi daného vrcholu.

Definice (Seznam hran)
Pole s prvky o dvou slozkach, zaznamenavaji se do néj hrany ve formé obou jejich
vrcholii; pro orientované grafy lze stanovit, Ze prvni slozka bude reprezentovat
pocatecni a druha koncovy vrchol hrany.

17.3 Stromy a jejich zakladni vlastnosti

Definice (Strom, list)
Strom je souvisly graf neobsahujici kruznici. List (koncovy vrchol) je vrchol
stupné 1.

Véta
Podet stromti na n-vrcholové mnoziné je n"~2.

Véta (Charakterizace stromai)
Pro graf G = (V, E) jsou nésledujici podminky ekvivalentni:

1. G je strom.

2. Pro kazdé dva vrcholy x,y € V existuje pravé jedna cesta z = do y. (jedno-
znacnost cesty)

3. Graf G je souvisly a vynechanim libovolné hrany vznikne nesouvisly graf.
(minimdalni souvislost)

4. Graf GG neobsahuje kruznici a kazdy graf vznikly z G pfidanim hrany jiz kruz-
nici obsahuje. (mazimalni graf bez kruznic)

5. G je souvisly a |V| = |E| + 1.

6. G je acyklicky a |V| = |E| + 1.



Definice (Kostra grafu)
Kostra grafu G je strom, ktery je podgrafem G a obsahuje vSechny vrcholy
grafu G.

Véta (Pocet koster)
Pocet koster grafu G je det(Ly), kde Ly, je matice, kterd vznikne odstranénim
1-tého Fadku a i-tého sloupce z Laplaceovy matice charakterizujici graf.
77?7 Dukaz

17.4 Eulerovské a hamiltonovské grafy

Definice (Eulerovsky graf)
Graf G = (V, E) se nazyva eulerovsky, jestlize existuje takové poradi vSech hran
€l,--s€n, 26 €, N e # 0Aep Ne, # 0, tedy kazdé dvé po sobé jdouci hrany
maji spolecny vrchol a rovnéz prvni a posledni hrana se protinaji, zadna hrana se
neopakuje. Jinymi slovy: graf je eulerovsky, pokud v ném existuje uzavieny sled
(Vo, €1,V1, -+, €m—1,VUm_1, €m, Vo), v némz se kazda hrana vyskytuje pravé jednou.
Takovy tah nazyvame uzavienym eulerovskym tahem.

Véta (Charakteristika eulerovského grafu)
Graf G = (V, E) je eulerovsky pravé tehdy, kdyz je souvisly a kazdy vrchol G ma
sudy stupen.

Diikaz
»,=": tato implikace je trividlni — eulerovsky graf musi byt souvisly, do kazdého
vrcholu musim vstoupit i z néj vystoupit, coz zvysi stupen vzdy o 2.

»<=": Mé&jme tah maximalni délky vy, e, ..., em, vy. Prvni a posledni vrchol tahu
jsou totozné, jinak by do prvniho vrcholu vedl lichy pocet hran, a jelikoz graf méa
vSechny stupné sudé, dal by se tah prodouzit. Vidime, Ze kazdou hranou v grafu
vede néjaky uzavieny tah (nejdelsi tah hranou je uzavieny, protoZe jinak by Sel z
vrcholu ze sudym stupném prodluzovat).

N&s maximalni tah obsahuje vSechny hrany a vrcholy, protoze pokud ne, ze
souvislosti jisté existuje vrchol, ktery je v max. tahu, z néhoz vede hrana, ktera v
max. tahu neni. Tou vede uzavieny tah a pokud ho spojime s nasim maximalnim
tahem, dostaneme delsi, coz je spor.

Definice (k-hamiltonovsky graf)
Graf je k-hamiltonovsky, pokud existuje posloupnost vSech vrchola vy, ..., v,
takova, ze dg(vi, vit1) < k A dg(vn,v1) < k. (Do kaZdého vrcholu smime jen jed-
nou.) O grafu fikdme jednoduse, Ze je hamiltonovsky, pokud je 1-hamiltonovsky.

Definice (Hamiltonovska kruznice)
Hamiltonovska kruznice je kruznice prochazejici kazdym vrcholem grafu praveé
jednou. Graf mé takovou kruznici, pravé kdyz je hamiltonovsky. Jeji nalezeni je
NP-aplny problém.



Poznamka

Problém nalezeni hamiltonovské kruznice se d& upfesnit na problém nalezeni ha-
miltonovské kruznice s nejmensi vahou v ohodnoceném grafu, coz je znamy prob-
lém obchodniho cestujiciho. Je tedy také NP-uplny, ale existuji algoritmy, jejichz
feseni jsou blizka optimalnimu.

Véta (Diracova)
Graf G = (V, F) je hamiltonovsky, pokud plati:

Yo eV :degv > K2|
Dukaz

Dokazeme o néco siln€jsi lemma pro jeden vrchol, z kterého Diracova véta plyne:
pro dva vrcholy u, v v grafu G nespojené hranou plati, ze pokud deg u+degv > |V,
potom je graf G hamiltonovsky, praveé kdyz G s pridanou hranou je hamiltonovsky.

Jedna implikace je trividlni, takZe vezmeme tu druhou. Mame v grafu G + {u, v}
hamiltonovskou kruznici C'. Pokud ta neobsahuje {u,v} tak je i v grafu G a kon-
¢ime, pokud tuto hranu obsahuje, ozna¢ime pro vrcholy grafu v poradi, v jakém
je prochazi hamiltonovska kruznice v = vy, vy, ..., v, = v:

A:={i,{u,v;} € E}
B:={i+1,{v,v;} € E}

Pokud maji tyto mnoziny neprazdny priinik, nalezneme vrcholy vy a vii1, pies
které mizeme kruznici ,,pfepojit“. A ani B neobsahuji , 1%, takze |[AUB| <n—1.
Potom

|ANB|=|A|+|B|—|AUB| > |V|-]AUB| >1

takze takovy bod v, existuje.

Véta
Kazdy souvisly graf je 3-hamiltonovsky.
Dutikaz
G = (V, E) je souvisly, existuje v ném tedy kostra 7" = (V, E’), ktera je souvisla.
Kostra vznikla ubranim nékterych hran, takze dr(x,y) > dg(z,y)(Vz,y € V).
Staci tedy dokazat, ze kostra T' je 3-hamiltonovska.

Lemma
Kazdy strom je 3-hamiltonovsky.



Dikaz
Indukei:

1. pron < 4 trivialni

2. Mame dvé komponenty 71,75, kazda je 3-hamiltonovska. Graf je souvisly
— existuje most z T} do T,. Most vede pfes vrcholy 2/, x,vy,y/, kde xz, 2" €
T1,y,y € Ty. Potom existuje 3-hamiltonovské propojeni komponent 77,75 :

xz, (T1)7 .fL',, 3/,7 (T2)7 Y.

Véta
Graf je vrcholové 2-souvisly, pravé kdyz v ném mezi kazdymi dvéma rtznymi
vrcholy existuji dvé vrcholové disjunktni cesty.

Diikaz

Implikace < je zfejmé, opacnd se da ukazat sporem — nechf ve dvousouvislém
grafu mezi néjakymi dvéma vrcholy neexistuji dvé vrcholové disjunktni cesty. Pak
vezmu vrchol, ktery je na kazdé cesté mezi témito dvéma a odeberu ho — a tim se
graf stane nesouvislym, coz je spor.

Véta
Graf je vrcholové 2-souvisly, pravé kdyz jej lze vytvorit z trojuhelniku (t.j. z K3)
posloupnosti déleni a pfidavani hran (definice téchto operaci jsou na zacatku ka-
pitoly).

Véta
Kazdy 2-souvisly graf je 2-hamiltonovsky.
Dutkaz
77?7 Do kazdého vrcholu vedou 2 vrcholové i hranové disjunktni cesty — pti zpa-

tecni cesté pouziju druhou. Dikaz podobné jako u véty o 3-hamiltonovskych gra-
fech.

17.5 Rovinné grafy

Definice (Oblouk)
Oblouk je podmnozina roviny tvaru o = ({0,1)) = {v(x);z € (0,1)}, kde
v :(0,1) — R? je nejaké prosté spojité zobrazeni intervalu (0, 1) do roviny. Pfitom
body v(0) a (1) nazyvame koncové body oblouku o.

Definice (Nakresleni grafu)
Nakreslenim grafu G = (V, E) rozumime pfifazeni, které kazdému vrcholu v
grafu G pritazuje bod b(v) roviny a kazdé hrané e = {v,v’'} pfifazuje oblouk
o(e) v roviné s koncovymi body b(v) a b(v'). Zobrazeni b(v) je prosté (rtznym
vrcholim odpovidaji rizné body) a Zadny z bodi tvaru b(v) neni nekoncovym
bodem zédného z obloukt o(e). Graf spolu s nakreslenim nazyvame topologicky
graf.



Definice (Rovinny graf)
Nakresleni grafu GG, v némz oblouky odpovidajici riznym hrandm maji spole¢né
nanejvys koncové body, se nazyva rovinné nakresleni. Graf G je rovinny, mé-li
alespon jedno rovinné nakresleni.

Definice (Sténa grafu)
Méjme G rovinny topologicky graf. Mnozinu A C R? \ X bodt roviny (kde X
je mnozina vSech bodi vSech obloukt nakresleni grafu GG) nazveme souvislou,
pokud pro libovolné dva body x,y € A existuje oblouk 0 C A s koncovymi body
x,y. Relace souvislosti rozd€li mnozinu vSech bodi roviny, které nelezi v zadném
z oblouki nakresleni, na tiidy ekvivalence. Ty nazyvame sténami topologického
rovinného nakresleni grafu G.

Definice (Topologickd kruznice)
Uzavtena kiivka v roviné neprotinajici sebe sama; formélné se definuje jako oblouk,
jehoz koncové body splyvaji.

Véta (Jordanova, o kruznici)
Kazda topologické kruznice k rozdéluje rovinu na pravé dvé souvislé ¢asti (,,vni-
tiek“ a ,vnéjsek), pficemz k je jejich spole¢nou hranici.

Véta (Kuratowského)
Graf G je rovinny, pravé kdyz zadny jeho podgraf neni isomorfni déleni grafu K 3
ani K.

Véta (Euleriv vzorec)
Necht G = (V, E) je souvisly rovinny graf, a necht s je pocet stén né&jakého rovin-
ného nakresleni G. Potom plati |[V| — |E| + s = 2.

Dtikaz
Indukci podle poctu hran. Pro graf sestavajici pouze z jednoho vrcholu vzorec
plati.

1. Pokud pfidana hrana nevytvori kruznici, nezménil se pocet stén, ale o jednu se
zvétsil pocet vrcholl a hran (graf musi byt vzdy souvisly, takze jedind moZnost
jak tohoto doséhnout, je pripojit dalsi vrchol).

2. Pokud pfidané hrana vytvori kruznici, zvétsi se pocet stén o jednu (pridana
hrana sousedi se dvéma riznymi sténami — podle Jordanovy véty o kruznici
— které pfed piidanim byly sténou jedinou), pocet hran také o jednu, a pocet
vrcholli se nezméni.

Vzorec tedy v obou ptipadech plati.

Véta (2-souvisly rovinng graf)
Dvousouvisly rovinny graf ma hranice libovolné stény libovolného nakresleni jako
kruznice.
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Véta (Mazimdlni pocet hran rovinného grafu)
Necht G je rovinny graf s alespori 3 vrcholy. Potom |E| < 3|V |—6. Rovnost nastava
pro kazdy maximalni rovinny graf, t.j. rovinny graf, ke kterému nelze jiz ptridat
zadnou hranu (pii zachovani mnoziny vrcholit) tak, aby ztistal rovinny. Pokud graf
G navic neobsahuje trojtahelnik (t.j. K3 jako podgraf) a méa-li alespor 3 vrcholy,
potom |E| < 2|V| —4.

Diikaz
Obé tvrzeni muzeme dokazat pro maximalni rovinny graf. V prvnim ptipadé je
urc¢ité dvousouvisly, protoze jinak mtzu jesté néjaké dva body spojit. Navic kazda
sténa musi byt trojuhelnik (je-li ¢tverec nebo néco vétsiho, také jdou jesté néjaké
dva body spojit). Tim dostanu, ze 3s = 2|F| a zbytek vyjde z Eulerova vzorce.
Druhy piipad méa jednu zvlastnost — takovy graf mtze byt hvézda. Pro tu je
ale tvrzeni splnéno. Pokud neni hvézda, uz musi byt dvousouvisly a vSechny stény
musi byt ¢tverce, takze dostanu 4s = 2|F| a z Eulerova vzorce i cely vysledek.

Disledek
Rovinny graf ma alespon jeden vrchol stupné nejvyse 5.

17.6 Barveni grafu

Definice (Neorientovany graf s ndsobngmi hranami (multigraf))
je trojice (V, E,¢), kde V a E jsou disjunktni mnoziny a ¢ : £ — (‘2/) UV je
zobrazeni (hrany prohldsime za ,abstraktni objekty a & urcuje pro kaZdou hranu
dvojici vrchola, které jsou jejimi ,konci®).

Poznamka
Pro orientovany graf je pojem definovan obdobné, pouze hrany jsou prifazeny
usporadané dvojici vrchold, tedy: € : E — (vy,v9) UV.

Definice (Geometricky dudl grafu)
Necht G je topologicky rovinny graf. Ozna¢me S mnozinu stén G. Jako (geomet-
ricky) dual grafu definujeme multigraf tvaru (S, E,¢), kde ¢ se definuje pted-
pisem e(e) = {S;,S;}, jestlize hrana e je spole¢nou hranici stén S; a S; (pficemz
muize byt S; = S;, jestlize z obou stran hrany e je tataz sténa). Znacime jej G*.
(Sice opravdu plati G** = G, ale pak jiZ pro spocitani druhého dudlu potrebujeme
zndt dudl i pro multigrafy!)

Uloha (barveni mapy)
Uvazme politickou mapu, na niz jsou vyznaceny hranice stati. Predpokladejme,
ze kazdy stat tvori souvislou oblast ohranicenou néjakou topologickou kruznici.
Dvé oblasti pokladame za sousedni, jeslize maji spole¢ny aspon kousek hranice.
Kazdy stat na takové mapé chceme vybarvit néjakou barvou tak, ze sousedni staty
nikdy nebudou mit stejnou barvu. Jaky miniméalni pocet barev je potfeba?
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Definice (Barevnost grafu)
Bud G = (V, E) graf, k pfirozené ¢islo. Zobrazeni b : V' — {1,... k} nazveme
obarvenim grafu G pomoci k barev, pokud pro kazdou hranu {z,y} € E plati
b(x) # b(y). Barevnost (chromatické ¢islo) grafu G, oznacovana x(G), je
miniméalni pocet barev potfebny k obarveni G.

Lemma
Duélni graf rovinného grafu je rovinny graf.

Pievod tulohy barveni mapy na ulohu hledani barevnosti grafu
Mame-li mapu, kterou chapeme jako nakresleni néjakého grafu G, potom otazka
obarvitelnosti mapy pomoci k barev je ekvivalentni s obarvitelnosti dualniho grafu
G* pomoci k barev. Na druhé strané plati, ze kazdy rovinny graf se vyskytne
jako podgraf dualniho grafu néjakého vhodného grafu. Takto 1ze prevést problém
barveni map na problémy barevnosti rovinnych grafi.

Véta (Véta o péti barvdch)
Pro kazdy rovinny graf G plati x(G) < 5.

Diikaz

Indukei dle poctu vrcholt grafu. Pro |V <5 je tvrzeni trivialni. Podle dtsledku
véty o po¢tu hran v rovinném grafu existuje vrchol stupné < 5. Pokud ma vrchol
v stupen < 5, pouzijeme indukéni predpoklad: obarvime graf G — v 5 barvami a
v prifadime barvu, kterd neni mezi barvami jeho (nejvyse ¢tyr) sousedi. Zbyva
tedy pripad, kdy mé v stupen 5 a jeho sousedi jsou obarveni riiznymi barvami.
Graf G ma pevné zvolené rovinné nakresleni a v tomto nakresleni budou ¢, u, x, z, y
sousedé vrcholu v v takovém potadi, v jakém prislusné hrany vychézeji z vrcholu
v (napf. po sméru hodinovych ruci¢ek). Uvazme vrcholy = a y a necht V,, je
mnozina vsech vrcholt grafu G' = G — v obarvenych barvami b(z) nebo b(y).
Ziejmé x,y € V.

Nastavaji dva pripady:

1. Neexistuje cesta z x do y pouzivajici pouze vrcholii z V. ,. M&me V, , mnozinu
vrchold, které jsou v G’ spojeny s = cestou pouzivajici jen vrcholy z V.
Definujeme nové obarveni b’ takto: V'(s) = b(s), pokud s ¢ V; : a pokud
s € V, . zménime barvu s z b(y) na b(x) nebo z b(x) na b(y) (tzn. na mnoziné
V. zaménime barvy). Ziejmé 0’ je obarveni, a protoze V'(z) = b'(y) = b(y),
muzeme polozit O’ (v) = b(x). Tedy b’ je obarveni grafu G 5 barvami.

2. Pokud takova cesta existuje (oznacme ji P), uvazme vrcholy t a z. Ziejmé V, ,
a V; . jsou disjunktni mnoziny. Cesta P spolu s hranami {v, 2} a {v,y} tvoii
kruznici, kterd oddéluje ¢t a z, a proto by kazda cesta z ¢t do z musela pouzit
néktery vrchol této kruznice. Neexistuje tedy cesta z t do z pouzivajici pouze
vrcholt z V; . a obarveni grafu G 5 barvami lze zkonstruovat stejné jako v

predchozim pripadé€, pouze musime zacit s vrcholy 2 a ¢.
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Véta (Problém ctyr barev)
Je mozné kazdou mapu obarvit 4 barvami?

Dikaz
Véta plati, ale je velmi tézké ji dokazat (probirdni mnoha pfipadt pocitacem).

Poznamka
NP-tplné problémy: je dan neorientovany graf GG a ¢islo k.

Je mozné G obarvit k barvami?

Totéz, ale predem vime, ze k=3.

Totéz, ale graf je rovinny.

Totéz, ale stupen libovolného vrcholu je nejvyse 4.

A

Je dano obarveni tfemi barvami, dotaz na netrivialné jiné.

17.7 Zakladni grafové algoritmy

Tato sekce neni pozadovana ke zkousce!

(Nebo teda je pozadovana, ale v informatice, kde
je vypracovana zvlast)

V tomto oddile zavedeme pro odhady casovych slozitosti algoritmt znaceni n =
V(G)| am = |E(G)].
Algoritmus (Dijkstriv algoritmus pro hleddani nejkratsi cesty)
Mame graf GG, jehoz hrany jsou ohodnoceny kladnymi ¢isly, tzn. Ze je dano zo-
brazeni w : F(G) — (0,00). (Ohodnoceni w(e) hrany e si predstavujeme jako
jeji délku. Délka cesty je rovna souctu délek jejich hran a vzdélenost dg ., (u,v) vr-
cholii u, v je rovna nejmensi z délek vsech cest spojujicich u, v. ,,Obyc¢ejnd* grafova
vzdélenost je specidlni piipad, totiz je-li w(e) = 1 pro kazdou hranu e.) Hleddme
nejkratsi cestu z vrcholu s do vsech ostatnich vrcholt.

1. (Inicializace)
»,Odhad“ vzdalenosti d(-) u pocatecniho vrcholu s nastavime na 0, odhady u
v8ech ostatnich vrcholti na co (znéme cestu délky 0 z s do s, délky ostatnich
cest nezndme). Do mnoziny A vrchold, u nichz jesté neni odhad definitivni,
dédme vsechny vrcholy kromé s.

2. (Volba mnoziny V)
Do mnoziny N pravé zpracovavanych vrchold ulozime vSechny vrcholy z A,
které maji ze vSech vrcholti z A minimalni odhad vzdalenosti; tyto vrcholy z
A vytadime.

3. (Aktualizace odhad)
Pro kazdou hranu e = {v,y} € E, kde v € N,y € A, porovname hodnoty d(y)
a d(v) +w(v,y). Pokud d(v) + w(v,y) < d(y) (pfes vrchol v vede do y kratsi
cesta, nez jsme zatim znali), nastavime d(y) na tuto hodnotu. Po vycerpani
vSech takovych hran pokracujeme dalsim krokem.
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4. (Test ukonceni)
Jestlize odhady vzdalenosti vSech vrcholtt v mnoziné A jsou oo, algoritmus
konci, jinak pokracuje krokem 2.

Po skonceni algoritmu je bud A = 0 (je-li G' souvisly) nebo A obsahuje pouze
vrcholy nedosazitelné cestou z vrcholu s.

777 Algoritmus jsem opravil, i kdyz je to vcelku zbytecné ... kdyztak to nékdo
zkontrolujte.

Véta (Slozitost Digkstrova algoritmu)
Lze ho implementovat v ¢ase O(nlogn + m) — napt. pomoci Fibonacciho hald.

Poznamka

Pokud hleddme nejkratsi cestu pouze do jednoho zadaného vrcholu ¢, mtzeme
ukondéit Dijkstriv algoritmus hned poté, co tento vrchol opusti mnozinu A (jeho
vzdélenost se stane definitivni). Vypocet také mtzeme urychlit nésledujici heuris-
tikou: mame funkci h : V(G) — (0,00) spliujici h(c) = 0 a pro kazdou hranu
e = {u,v} € E plati |h(u) — h(v)| < w(e) (v problémech dopravniho spojeni
to muze byt napf. vzdalenost vzdusnou carou od cile). Potom pii volbé mnozZiny
N vybirame prvky s minimalnim souc¢tem dosavadniho odhadu a heuristické fun-
kce — d(v) + h(v). Je-li h kvalitni, da se ¢ekat, Ze algoritmus najde definitivni
vzdalenost do ¢ rychleji.

Algoritmus (Prohleddvani do $irky)
Mame graf G = (V, E) a pocatetni vrchol s. Na zacatku polozime Vy = {s}, v
dalsich krocich polozime Vi1 = {v e V\ (VyU---UV;) : Ju € V;,{u,v} € E}.
Slozitost algoritmu je O(n + m).

Algoritmus (Prohleddvdni do hloubky)
777 Pomérné jasné, casto vede k exponencialni slozitosti. Nutno rozlisovat metodu
zpracovani prvki — preorder, inorder nebo postorder.

Algoritmus (Hladovy (Kruskaliv) algoritmus na hledani minimdlni kostry)
Mgjme souvisly graf G = (V, E') s ohodnocenim hran w. Hrany mame uspotadany
vzestupné podle véhy, w(e;) < - < w(e,).

1. Polozme Ey =0
2. 7Z mnoziny F,;_; spoc¢itame mnozinu FE; nasledovneé:

B E;_1U{e;} neobsahuje-li graf (V, E;_; U {e;}) kruznici
L Eifl jina,k

Algoritmus se zastavi, pokud E; ma n — 1 hran. Posledni mnozina E; jsou hrany
miniméalni kostry grafu G.
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Véta (Slozitost Kruskalova algoritmu)
Pti implementaci potfebujeme v podstaté vyresit tlohu udrzovani ekvivalence
(UNION-FIND): méme mnozinu vrcholt, na po¢atku je rozdélena do jednoprvko-
vych tiid ekvivalence. Navrhnéte datové struktury a algoritmus, ktery efektivné
vykonava dvé operace:

1. Sjednoceni ti¥id (UNION): u¢init dva vrcholy ekvivalentnimi t.j. nahradit t¥idy
je obsahujici jejich sjednocenim.

2. Testovani ekvivalence (FIND): Pro dané dva vrcholy rozhodnout, zda jsou
momentalné ekvivalentni.

V priibéhu algoritmu hledani minimalni kostry vykoname n — 1 operaci UNION
— jednu pfi kazdém pridani hrany, a m operaci FIND — pfi kazdém testovani,
zda pridédvana hrana nevytvoii kruznici. (pozn.: Vrcholy této hrany musi leZet v
raznych komponentdch.)

Reseni: vrcholy maji pfifazenu znacku uréujici t¥idu ekvivalence, do které patii;
a pro kazdou tfidu ekvivalence existuje seznam jejich vrcholi. Testovani ekviva-
lence je pak porovnani dvou znacek o slozitosti O(1) a pii sjednoceni t¥id musim
pfeznadit a premistit vrcholy jedné ze t¥id, coz zabere O(n) ¢asu. Pokud prezna-
¢ujeme vzdy mensi t¥idu, vyjde odhad potfebného ¢asu O(nlogn + m).

Algoritmus (Jarnikiv (Primav) algoritmus na hledani minimdlni kostry grafu)
Je dan souvisly graf G = (V, E'). Budeme postupné vytvaret mnoziny Vg, Vi, -+ - C
V vrcholu a Ey, By, -+ C hran, pficemz Fy = 0 a Vy = {v}, kde v je libovolné
zvoleny vrchol. V i-tém kroku algoritmu vybereme z mnoziny hran {{z,y} €
E(G);x € ViiAy € V\V;_1} tus minimalnim ohodnocenim (bude to e; = {z;,y; })
a polozime V; = V;_; U{y;} a E; = E;_1 U {e;}. Pokud 7Zadna takova hrana
neexistuje, algoritmus kon¢i, to nastane v (n — 1)-nim kroku a E,,_; je mnoZina
hran minimalni kostry grafu. (Kostru tedy zac¢inam budovat od jediného vrcholu a v
kazdém kroku k ni priddm nejkratsi z hran mezi vrcholy kostry a zbytkem vrcholi.)
Poznamka
Jarnikuv algoritmus lze implementovat v ¢ase O((n + m)logn).

Algoritmus (Topologické tridéni)
Problém: V orientovaném grafu G = (V, E) sestrojte prosté zobrazeni f : V —
{1...]V(G)|} tak, aby Y(v1,v2) € E; f(v1) < f(vq). (Tedy mame ocislovat vrcholy
prunimi prirozenymi cisly tak, aby hrany vedly jen z vrcholu s niZsim cislem do
vrcholu s vyssim cislem.)
Algoritmus: Nejprve nastavime ¢ita¢ na 1. Nalezneme vrchol, do kterého nevede
zadn4 hrana; tento vrchol ocislujeme ¢itacem a odtrhneme ho od grafu (sestrojime
indukovany podrgraf) a zvysime ¢ita¢. Tento krok opakujeme, dokud mnozina
vrcholtt grafu neni prazdna. Pokud nemtizeme v néjakém kroku nalézt bod, do
kterého nevede zadna hrana, nelze graf topologicky settidit.
Vyuziti: Odpovidaji-li vrcholy grafu jednotlivym kroktum néjakého postupu a
hrany ¢asovym zavislostem, které je tteba zachovat, odpovida topologické setiidéni
tohoto grafu (jednomu z) poradi, ve kterém je nutné kroky vykonavat.
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